Momneon 60dnro2vin can

IMO shortlist 2008

1. pg = rs Gaiix anmBaa p,q,r, s > 0 TOOHYYBIH XyBbJ

f@)?+fl@® p*+¢°

I+ 1) " P

aiix 6yx f: (0,00) — (0,00) byHKIHAT OI.

2. (a) xyz = 1 Gaiix amuBaa ,y, z # 1 TOOHYY/bIH XYBb/I
22 % 2
>1
-7 y-17 o1

TOHIITTIJI OUII OneadsxXuiir darall.

(b) 99px TOHIPTIII GUIIT TIHIPIIPI XYPAST HaiiX parnuoHag TOOHYYIbIH &, Y, 2 TYPaBT
TOI'CIOJIIYI OJIOH OJIJIOHO I'3ATUNAT XapyyJl.

3. S C R 6aiir. Xopsas S ononnoruiir S-x Gyyiaragar (f,g) dyHKIyyaumitH xXoc Japaax
JaHapTait 601 TyyHuiir Menanu xoc 1K HIPIIE:

(i) Xoép dyskI| x08ynaa ecaer dyHKI. Oepeep x3710971 amuBaa r < Yy, T,y € S TOO-
nyyet Xy f(z) < f(y) 6a g(x) < g(y) Guems.

(ii) Asmsaa x € S toonst xyBb f(g(g(z))) < g(f(x)) Gaiina.
Hapaax Toxuosryyaa Vcnanm Xoc OpimH 0aiiX 9CIXUNUT TOTOPXOIT.

(a) S = N 6yroy HaTypaJs TOOH OJIOHJIOr Oaiix.

(b) S={a—1/b:a,be N} omomnorniin xysb

4. Byxas1 oo m 6ypuith XyBb1 t(m)-99p {1, 2, 3} onororuitn m—+t(m) Too 3-1 XyBaariar
aiix Toor Tammsre. [ Z — Z dynkn f(—1) =0, f(0) =1, f(1) = —1 6a

f2"+m) = f(2" —t(m)) — f(m), amuaa m,n > 0 6a 2" > m
HOXIIOJIWIAT XaHrajar 601 agusaa p > 0 6yxas1 TooHbI XyBbL f(3p) > 0 6o10XbII HaTal.

5. a, b, ¢, d sep>ar OOJUT TOOHYYIBIH XYBb/I

a

abcd=16aa+b+c+d> 2

b ¢ d
-+ -
c d a

HOXIIOJ OMEIIH?D.

b ¢ d a
a+b+ctd<—+-+—+-
a b ¢ d

00JIOXBIT DaTall.
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6. AymmBaa x,y € R roonyynbia xyBb f: R — N dyHKIT

() =7 (o )

HOXIOJIMUT XaHraHa. f-uitH yrra 00J10rTyil HaTypaJs Too opuinH OaffHa 1K OaTall.

7. AnmuBaa a, b, ¢, d 5ep3r OOAUT TOOHYVIBIH XyBbT

(a—bla—c) b-c)b-d) (c=d)fc—a) (d-a)d-b)
a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b —

TOHIPTIYJI OuI Ouesxuitr 6aras. THOHIPIIY XYyPoX HOXIIOIUNAT OJI.

8. XaBrraii Taayy/] Hb KOOJMHATHIH TIHXJISTYYITIH apaJuies 66eroe i 3epar ypTTail T
OHIIOITYY/ aBY y3be. ViiM TITTII OHIOr TYYIUNT xatipuae razk HIpde. XOoEP Xaiprar J0Too/
EePOHXMIT IAITTII CBIT XYPI? Hb €POHXUI IITIH OO TIAIIPUUT 02m.A0AYdo2 TIe.

B;, B; xaffpriaryysi OrJoJIox 3ailImryit 6erees XypsammsTsil HeXIedx Hb ¢ #Z j + 1
mod n) Gaitnar By, Bs, ..., B, xaiipuaryy o/gor 0aiiX XaMIuifH UX 7 TOOI' OJI.
Yy,

9. {1,2,...,n} oJIOHJIOTUITH JIEMEHTYY/HIAH
Anusaa k= 1,2,...,n 6ypuiin xyBb 2(a; + ag + - - - + ag) Hb k-7 XyBaarpiar
qaHapTaii (aj, as, ..., a,) COJATIMIUNAH TOOT OJI.

10. KoopauraTeiH XaBTraitH OyX OyX3/1 KOOpAWHATTAN MATYYIUAH S OJIOHTIOr aBY y3be.
k marypas Toousl xXyBbi ABC' rypBaiKHBI Tajbail k-tait ToHIyy Oaiixaap C' € S 1mar
omor 6o A, B € S maryyauiir k-natisyyd raxk HIpe. Xopeyd T C S OJIOHIOTHIRH
aJlb 1 XOEP 3JIEMEHT Hb k-Haiizyyn 6oy T oymomsoruiir k-nexepaes rae. Hop xasxk 200
9JIEMEHTTIU k-HOXOPJIoJI OPIINH Oaiijjar XaMruiiH Oara k HaATypaJ TOOT OJI.

11. n, k HBb TIIII COHJTONIOOPOO MXKHUJI HATypaJ TooHyys Oa k > n Oaiir. Bumsma
1,2,...,2n oK Jayraapjarican 2n IMUPX3T YUHI9H OrerjicoH 0a 9XIH9 OyX duiljnH
yHTpaa TTail 6aiizkd. Bu k anxamrail gapaasian coHnpxoé. AjxaM TyTaMT THiIIHTYY-
JIH aJib HITMIAH TeJIBUIT eepuniHe (YHTpaaaTTail YMiPHT acaark, acaa rTail duiijioHr
YHTDAaHA).

N ub 1,...,n auiyparyy acaaartail, n+1, ..., 2n 9uiiIosHryya yupaaarTail 6aitx TeieBT
MIJIKUX K aJIXaMbIH TOO TI€.

M vbn+1, ..., 2n Ui PHTYYIREH TOJIBUIT OI'T ©OPYMIOXTYUHTIID OMHOXTIN NKUJI TOJIOBT
HMIUJIKUX K aJIXaMbIH TOO T'9€.

Tsreaan N/M xapbraar oo

12. k, ¢ marypan Toonyyx 6a smementyya b [0, 1] maTepBas 6aiix 60IUT TOOHYYIbIH
(k + €) smementrait S = {xy,xo,...,Tpye} OMOHTOr OIU93. k dmeMeHTTII A C S OstonsIor

1 1 k+/
Ry X u S5y

;€A z;€S\A
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HOXIIOIUIT XaHraxX 00J1 TYYHUUT 20€ ojioHjor rae. Jlop xask

2 (k+£

i\ & > ITIPXIT TOE

OJIOHJIOT OpIIUH OafixbIr OaTalr.

13. n > 2 marypan too. A = {1,2,3...,2""} ononnoruiin 2" mmMpX3r A3 OJOHJIOT
S1,59,...,5n mapaax daHapbIl XaHrajar: © < y < z ba y,z € S,, x,z € Sy 6aiix a, b
UHJIEKC, T, i, 2 € A Toonyym oprua Oaiixryit. Tarear S, S, . .., Son OJIOHTIOTYYIIBIH 51/187K
HAI Hb 41-93C X3TPIXTYHl TOOHBI 3JIEMEHTTII I'SAMUAT OaTal.

14. Xypm ennert ABC' rypBa/KHBI OHIPYYIUNH OTT/IOMIIBIH 1137 Hb H. BC TaybiH
JIYHJIA4 13T [199p TeBT# H marmiir maiipcan toitpor BC' mynyyubir A; 6a Ap 1maryyma
orrosiHo. Men amgmmaap C'A TajblH JyHIAY 1T A33D TOBTIH H 1aruiir gaiipcan Toipor
C' A mynyyubsir By 6a By 13ryyas1 orroino, AB TajblH JyHIad 30 199D TeBTIH H 1maruiir
naiipcan Toitpor AB mynyyabir C 6a Cs 13ryyasg orroano. Ay, As, By, By, C1, Cy daryyn
HST' TOIPOr 199D OPIIUXBII HarTal.

15. AB, CD cyypuynarait ABC'D Tparner ereries. BC miynyys 195p BC XapuMuiia rajiHa
tas opiux F omar, AD xspaum 133p opmiux Fipruita xysbi L DAE = ZC BF nexten
ouesmar Oaiir. C'D 6a EF-uitn ortaomyibia maruitr 1, AB 6a EF-nitH OrTJI0IJIBIH 13-
ruiir J K ToMperme. B F xspuamuita aysgad mar K Hb AB miysyyH 93P OpHLIorryit
rme. ABK rypBa/KHBII Oarraacan Toiiport I I3r Xapbdajariax 3aiiimryil bereen xy-
PRI Hoxne Hb C'D.J rypBa/KHBID Oarraacan Tofiport K 1dr xapbdajariax oM
COATUIr OaTall.

16. ABC'D ryarsp nepseHn entert bair. P, ) maryyn ABC' D nepBeH eHIOITHIiH J0TOO/I
Myxku opimx oerees; PQDA, QP BC nepsen eHnertyys Toitport barrana. P() xapaum

mp LPAE = ZQDFE 6a /PBE = ZQCFE 6aiix E mpr opmun Oaiiar 6aiir. ABC'D
JIOPBOH OHIOI'T TONPOrT Oartana raxk darall.

17. Xypr ennert ABC rypeakunyg BE, C'F eunep taras. A, F maryyauiir naiipcan
toiiporyya BC-r P 6a () mart mypragar 6ereen B mar C) () 3TYYIREH XOOPOHT OPIIJIOT.
PE, QF mynyynyyn AEF rypBa/izKHBIT Oartaaca TOWPOT 199D OT'TJIOJIIOHO TIK DaTal.

18. k, n 6yxaa Toonyyn 0 < k < n—2 mexmnesmiir xanrajar 6aiir. Ajb 1 X0€p Hb mapaJiien
ourl, ajab 9 TypaB Hb HIT IPIT OMTUIOJIIOITYH XaBTTallH 1 MIUPXIT MIYJIyyHAAC TOTTOOX
L osronsior aB4 y3be. L 39X NIYAYYHYYIBIH OITJIOJIIBIH TRTYYAWIH OJOHJIOTHIAT [ 9K
moMprve. O mpr L-uiin mysryyHY yAbIH Ul Hb 9 Xapbaaaaragarryit oair. Xspsss OX
XIPUUM XaMTHUIH OJIOH/I00 L-uiiH k MUpPXST MIyJIyyHTai orToJraor 6oy X 1aruiir yraaHn
OHTreep Oybs. I OJIOHJIOIT JIOpP XasK %(k—l— 1)(k+2) mupxsr yraan msr 6aiiraa rak daTadl.

19. ABCD ryarsp JepBeH OHIOI'T ereraes. YT JIePBOH OHIOITUHH J0TOO MY KU
/PAB+ /PDC = /PBC + /PAD = /PCD + /PBA = /PDA + ZPCB = 90°

HOXIIOIUNT XaHrax P 1ar opmmuH Oaiix 3ail/Imryit 6ereea XypaaaaTai nexnea ab AC 6a
BD nmaronajmyi neprueHiuKyJ/sp K oarall.

20. ABCD ryarp nepsen ennertuitt AB # BC. ABC, ADC rypBa/KuHj Oarrcan
TORPryyI XapraisaH wy, we. ABC ennert barrcan AD, C'D TajtyyblH YPraJKIIyYIAnD
ITYPIJIdT W TOWPOr OPIIUH Oaiijiar rae. wy, We TOUPTYYJIBIH Tajaa)] €POHXUIl IIyprard w
TOMPOTr /199D OI'TJIOJNIIOHO I'9K OaTal.
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21. n HATypAaJ TOO, P AHXHBI TOO OAWTr. @, b, ¢ GYX3JI TOOHYY/IBIH XYBb/I
a" +pb=b"+pc=c"+pa
601 a = b = ¢ I Oara.

22. ay,aq, ..., a, d4araarait HaTypaJ TOOHYYZ 6a n > 3 6aiir. a; + a; T00 3a1,3as, . . ., 3ay
TOOHYY/IBIH &JTUIT Hb 1 XyBaaJIarryii Oaitxaap sajraaTtaii ¢, j WHJIEKCYY/L OJIJIOHO T'9K OaTall.

23. ag, a1, as, ... HATypaJ TOOH JIAapaaJJIblH ajib 9 JapaaJsiCaH XOEpP TUITYYHUN XaMTUITH
X ePOHXUI XyBaard eMHOX THINYYHIC3 uX. Oepeep xaa6oi (a;, a;11) > a;—; OaiiHa.
AnmuBaa n > 0-uiiH XyBbI @, > 2" GOJOXBIT OaTall.

24. n matypaJj Too Oaiir.
2" —1 2" —1 2" —1 2" —1
0 ’ 1 ’ 2 A N |
Toonyy 2" momynaap 1,3,5,...,2" — 1 TOOHYY/IbIH C3JI9M3JI OOJIOXBIT DaTaJI.

25. n € N Toonsl (9epsr) xyBaardjeiH ToOr d oK Tamusrme. lapaax daxaprait 6yx
f: N — N ¢yukuuiir oJ.

(i) d(f(z)) =z, z €N;

(ii) amuBaa z,y € N toonyyabn xyBb f(zy) Too (x — 1)y~ f(x)-n xyBaarmiar.

26. n%2+ 1 100 2n + v/2n-39¢ UX AaHXHLI TOOH XyBaardTait 6afix n Tercre/ryit oJoH oJI0HO
a2k HaTadr.



